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RESUMEN

La presente tesis titulada “INTEPRETACION CATEGORICA PARA EL CALCULO DE
SECUENTES DE LA LOGICA INTUICIONISTA” se ha desarrollado para optar el titulo

de Licenciado en Matematica Aplicada.

Objetivo: La investigacion tuvo como objetivo interpretar el calculo de secuente de la
Légica Intuicionista con ayuda de la teoria de Categorias.

Metodologia: La metodologia que se empleo fue de tipo tedrica, de alcance
descriptivo; el mismo que se sustentado en teorias de libros y revistas cientificas.
Resultados: Los resultados encontrados indican que con la aplicacion de la teoria de
categorias se logra interpretar el célculo de secuentes. Para lo cual, se desarrollé una
interpretacion algebraica de los fundamentos de la Légica Intuicionista considerando
para tal fin la interrelacién entre la Logica algebraica y la Logica Intuicionista.
Conclusion: Finalmente se concluyé que la gran importancia de la teoria de
categorias para interpretar los secuentes y se recomienda a las autoridades de la
Facultad de Ciencias revisar los planes de estudio y agregar temas de mayor

profundidad ademas de los conocimientos basicas que se imparten.

Palabras Claves: Logica Intuicionista, Funtores, Ldégica, Secuente, Teoria de
Categorias.



ABSTRACT

This thesis entitled "CATEGORICAL INTERPRETATION FOR THE CALCULATION
OF SEQUENTS OF INTUITIONAL LOGIC" has been developed to qualify for the

bachelor’s degree in Applied Mathematics.

Objective: The research had the objective of interpreting the calculation of the
sequential of the Intuitionist Logic with the help of the theory of Categories.
Methodology: The methodology used was theoretical, with a descriptive scope, and

was based on theories from books and scientific journals.

Results: The results found indicate that with the application of the theory of
categories, the calculation of sequences can be interpreted. For that purpose, an
algebraic interpretation of the foundations of Intuitionist Logic was developed,

considering the interrelationship between algebraic and intuitionist logic.

Conclusion: Finally, it was concluded that the great importance of the theory of
categories to interpret the sequences and it is recommended to the authorities of the
Faculty of Sciences to revise the curricula and to add topics of greater depth in addition

to the basic knowledge that is taught.

Keywords: Intuitionist Logic, Funtors, Logic, Sequence, Category Theory
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INTRODUCCION

Actualmente las ciencias matematicas estan cada vez mas globalizadas,
especialmente la Logica tiene sus aplicaciones en informética y otras disciplinas la
Logica Matematica con sus estudios de las proposiciones, la inferencia y las
demostraciones. El avance de la Légica moderna permite estudiar la teoria de
demostraciones usando el Sistema de Gentzen G. El alfabeto del calculo G se difiere
del célculo de los predicados por la ausencia de los signos de implicacion e igualdad.
El concepto de formulas del céalculo G toma sus diferencias con el célculo de
predicados por la ausencia de las reglas de formacion de formulas que usan el
conectivo logico llamado implicacion. El célculo G tiene sus reglas propias llamados

axiomas del calculo G

Una secuencia logica es una sucesion de razonamientos deductivos jerarquicamente
ordenados, de tal manera que estas forman una sucesioén ordenada. El célculo de
Secuente es una manera de argumentacion logica, donde cada parrafo de la

demostracién es una tautologia condicional. Este método es llamado de Gentzen.
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CAPITULO I:

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcién Problematica

En el mundo de las Ciencias de la Computacion el desarrollo de pruebas formales
requiere de asistentes de pruebas, pues estos suelen auxiliar en su desarrollo. De
manera totalmente analoga en la Logica proposicional clasica existen sistemas que
ayudan a formalizar pruebas de sentencias. Entre ellos podemos citar a la Deduccion
Natural y el Célculo de Secuentes. En el sistema de Deduccion Natural, las reglas de
verificacion son definidas, simulando el raciocinio humano a partir de las hipéstasis.
Mientras tanto en el calculo de secuentes es una manera de formalizar el uso de las
reglas de inferencia conocidas y permite resolver los problemas de satisfacibilidad,

validez y consecuencia logica.

En ese sentido la l6gica intuicionista, o l6gica constructivista enfatiza las pruebas, en
lugar de la verdad, a lo largo de las transformaciones de las proposiciones. Por lo
tanto, la logica intuicionista se aproxima al mundo matematico a partir del acto
constructivo mental, pues considera que todo objeto matemético es el producto del
intelecto de la mente humana. Por lo tanto, su existencia es equivalente a la

posibilidad de su construccién mental.

Troelstra (1980), sefala que la caracteristica de la l6gica intuicionista es considerar a
la I6gica clasica como parte de la matematica, y las leyes ldgicas son las regularidades
linglisticas observada cuando describimos ciertas operaciones generales de las
construcciones matematicas. En ese orden de ideas Dummett (1977), considera que
para construir las bases de la matemética intuicionista se debe considerar una teoria
general del significado del lenguaje matematico. Por lo tanto, la relevancia, de utilizar
la teoria de categorias como lenguaje para fundamentar la raiz del intuicionismo es
fundamental para responder diversas relaciones entre el lenguaje y la matemética

intuicionista.

13



1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA
1.2.1 Problema General

¢Es posible interpretar el célculo de secuentes de la légica intuicionista

con ayuda de la teoria de categorias?
1.2.2 Problemas Especificos

¢De qué manera la teoria de categorias permite interpretar el calculo de

secuentes de la logica intuicionista?

¢, Como las categorias y los funtores ayudan a interpretar el calculo de

secuentes de la légica intuicionista?

1.3 OBJETIVO DE LA INVESTIGACION
1.3.1 Objetivo General

Establecer la influencia de la teoria de categorias y los funtores en la
interpretacion del célculo de secuentes se la logica intuicionista

1.3.2 Objetivos Especificos

Determinar como la teoria de categorias es aplicable para Interpretar el

calculo de secuentes de la l6gica intuicionista.

Indagar cédmo los funtores, los morfismos y la teoria de categorias son
aplicables para interpretar el calculo de secuentes de la logica

intuicionista.

1.4 JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Esta tesis esta direccionada al area de la teoria de la prueba de la légica intuicionista,
el cual estudia las construcciones y los conceptos referentes a las pruebas formales,
sus diversas aplicaciones tanto en matematica, como en la filosofia y teoria de la

computacion hacen imprescindible su estudio.

Una alternativa ingeniosa de abordar su comprension es aquella que se fundamenta
en las estructuras algebraicas, pues procura sumergirla dentro del marco estructural

con la finalidad de aprovechar los beneficios de conceptos y técnicas que ella ofrece,

14



con esto se intenta contribuir al area de la teoria de la prueba desarrollando técnicas
de satisfactibilidad de secuentes con el objetivo de mostrar que una determinada
sentencia es una consecuencia logica de un conjunto de sentencias (axiomas o

hipostasis).

De otro lado, se debe destacar la estrecha relacion entre logica intuicionista o
construccionista con la Ciencia de la Computacion, ya que el tratamiento l6gico de los
diversos algoritmos lo exige. Finalmente, como la I6gica intuicionista esta contenida
en la logica clasica, los argumentos categdricos propuestos serviran también para la
I6gica clasica.

1.5 DELIMITACION DEL ESTUDIO

La logica es uno de los campos de la reflexion filosofica mas activa de este milenio,
rige el estudio de los métodos y principios usados para distinguir el razonamiento
correcto del incorrecto. En patrticular la l6gica intuicionista (o l6gica constructivista) es
de sumo interés por parte de la Matematica Aplicada, pues es usada en varios campos
gue van desde la implementacion de lenguajes funcionales hasta la teoria de la
recursion, pasando por la fundamentacion de los lenguajes de programacion, la teoria

de la demostracion, la teoria estructuralista de la matematica entre otras.

En los trabajos de Lambek, J. (1987) se demostrd que las categorias
son marcos de referencia para el estudio de sistemas deductivos en los que se
define una relacién de equivalencia entre pruebas a lo largo de todo el proceso
de transformacion de las proposiciones. Es decir, se logra extender la
asociacion ldgica-estructura algebraica. Mostrandose de forma clara los
vinculos necesarios para relacionar la teoria de categorias con la ldgica
intuicionista. Por lo tanto, estos son los campos de la ciencia que delimitan

nuestra investigacion.
1.6 VIABILIDAD DEL ESTUDIO

El proyecto de investigacion es viable puesto que permite generar nuevas teorias
dentro de la légica intuicionista. Ademas de estudiar teoria de categorias y otras

teorias de las ciencias matematicas puras y aplicadas

15



2.1.

2.2.

CAPITULO Il

MARCO TEORICO

ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

TESIS DE INVESTIGACION 1

Titulo de la tesis, lugar y afio de publicacion.

Sobre dos ldgicas categoricas: Légica Lineal y algebra con tipos ordinarios
Madrid 2016

Apellidos y nombres del autor

Narciso Marti, Oliet.

Institucion que respalda el estudio

Universidad Complutense de Madrid: Facultad de Ciencias Matematicas.

Conclusiones. Se presento un enfoque semantico de subtipos, donde las
conversiones implicitas son distinguidas e integradas. Este enfoque permite
exhibir ventajas semanticas dentro del proceso légico demostrativo de un
argumento matematico. Este trabajo es pionero en la integracién de ambos
enfoques. A continuacién, enumeramos algunas direcciones de investigacion
que el trabajo presente sugiere y nosotros que creemos que merecen ser

seguidas:

BASES TEORICAS
e Lambek, J. (1968), en su articulo: Deductive Systems and
Categories 1, Maihematical Systems Theory 2, paginas 287-318:
Mostro como las categorias algebraicas se relacionan
directamente con los sistemas deductivos, los argumentos
utilizados principalmente se fundamentan en el lenguaje

relacional que la teoria de categorias utiliza.
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e Moggi, E. (1989), en su articulo: Computational Lambda-Calculus
and Monads, en: Proc. 4th. Annual IEEE Symp. on Logic in
Computer Science, Asilomar, California, paginas 14—23.:
Propone un analisis computacional del calculo de secuentes
basado en Lambda-Calculus. Proporciona de esta manera alguna
herramienta conceptual util para el andlisis de la logica
intuicionista.

e Heyting, A. (1971), en su libro titulado: Intuitionism. An
Introduction, North Holland, Amsterdam: Fundamenta el célculo
de secuentes para la logica intuicionista utilizando los
fundamentos de la l6gica algebraica y concluye que la légica es
secundaria a la matemética y que esta solo gobierna el
razonamiento matematico.

e Troelstra, A. (1980), en su articulo: The interplay between Logic
and Mathematics: Intuitionism, en Agazzi, E. (ed), Modern Logic.
A Survey, Reidel, Dordrecht.: Sustenta que la légica es parte de
la matematica, y lo que llamamos leyes légicas son solo las
regularidades linglisticas observadas cuando describimos
ciertas operaciones muy generales de nuestras construcciones
matematica.

e Quispe, M. (2019), en su tesis titulada: Sistema deductivo basado
en grafos para la logica intuicionista: Propone una version
intuicionista para los N-Grafos referentes a la demostracion
constructiva formal, en este sistema se representan por medio de
digrafos basados en la deduccion natural y en el céalculo de

secuentes de Gentzen.

Para modelar algebraicamente los fundamentos del célculo de secuentes de la l6gica
intuicionista con ayuda de la teoria de categorias es necesario proporcionar

instrumentos de corte tedrico propicios para su fundamentacion.

17



2.2.1. TEORIA DE CATEGORIAS
DEFINICION DE CATEGORIA

El matematico aleman George Cantor (1845-1918) y el italiano Giuseppe Peano
(1858-1932) inventaron la teoria de conjuntos con la finalidad de establecer
condiciones de existencia y unicidad de los objetos matematicos dentro de un
contexto dado. Sin duda alguna esta teoria tuvo un papel importante en la
fundamentacion de la matematica. Cabe resaltar que esta teoria, hace posible el
estudio de los objetos matematicos a través de sus partes constitutivas (método

analitico).

De otro lado, como la matematica moderna se presenta de forma estructurada, la
comprension de los objetos matematicos requiere de una nueva Optica totalizadora
gue englobe la accion de estos con su entorno (método sintético); en ese contexto
surge la teoria de categorias como alternativa de comprension del marco

estructuralista que el método axiomatico propone.

Esta teoria proporciona a los matematicos un lenguaje y por lo tanto una forma de
razonamiento general, expresado en términos de propiedades universales con ayuda
de diagramas conmutativos con la finalidad de establecer regularidades a través del
comportamiento del objeto matematico. En esta seccidon se considera algunas

definiciones expuestas en la tesis de J. Broncano (2018).

Categoria. Una categoria (€)consta de una clase de objetos, obj(€), cuyos
elementos son denotados por A4, B, C, ...etc., tal que para todo par (4; B),existe una
clase de morfismos denotado por Homg(A; B) (posiblemente vacio) de modo tal que
para toda terna ordenado (4, B, C) de objetos en (€) y todo par de morfismos y todo
f € Homg(A;B) y g € Homg(B; C), existe un morfismo llamado composicion de
Homg(A; B)xHomg(B; C) - Homg(4; C) el cual sera denotado por gof € Homg(4;C),

los cuales satisfacen dos axiomas:
Axioma 1.

Paracada A € obj(C), existe I, € Homg(A4; A), llamado morfismo identidad, tal que

paraf € Homg(4; B)y g € Homg(C; A) se cumple

18



foly=fy l,og =g.
Axioma 2.

Dado los morfismos f € Homg(4;B),g € Homg(B; C) y h € Homg(C; D). se verifica
ho(gof) = (hog)of.

Observacion 2.2.1.1 En adelante,obj(€)yHomg(A); B) son clases para evitar algunas

paradojas de la teoria de conjuntos.

Diagrama. Sea la categoria €. Un diagrama es una coleccion de vértices y arcos,

etiquetados de manera coherente con objetos y morfismos. Tal como se puede

apreciar.
p—2 _¢C
/| |
A B

g

Diagrama conmutativo. Un diagrama en la categoria € es llamada conmutativo si,
para cualquier par de vértices A y B todas las rutas en el diagrama desde A hasta B
son iguales (en el sentido de que cada ruta en el diagrama determina morfismos
compuestos iguales). Por ejemplo, si paratodo g”’ € Homg(P'; A) y f" € Homg(P'; C)
, fof = gog, entonces existe un Unico h € Homg(P'; P) tal que el siguiente diagrama

conmuta.

Es decir, g" = f'foh y f" = goh.



Observacion 2.2.1.2 Los diagramas se empelan para establecer y demostrar
propiedades de las construcciones categoricas; tales propiedades a menudo se
expresan diciendo que un diagrama en particular conmuta gracias a la existencia de

un anico morfismo que cumple tal o cual condicion.

Ejemplo: Categoria de conjuntos (Set). Si definimos:

1. La clase de objetos obj (Set) como la clase formada por todos los conjuntos.
2. Por Homg,;(A; B) a la clase de todas las funciones de A en B.

3. La composicion como la composicion usual de funciones.

Entonces Set es una categoria.

Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria
Verificacion de Axioma 1.

Dados f € Homg,:(4;B), g € Homg,:(B;C) y h € Homg,:(C; D)

En efecto; si a € A entonces, por definicion de g € Homg,;(B;C) y h € Homs,;(C; D)

demostraremos que ho (go f) = (ho g) o f.composicion se tiene:
(ho(gof)(a) = h((gof)(@) = h(g(f(a))) = (hog)(f(a)) =((hog)of)(a)
Esdecir,ho(gof) = (hog)of.

Verificacion de Axioma 2.

Para cada A € obj(Set), demostraremos que existe I, € Homg(4; A)

tal que fol, = fyl,og = g. Paratodo f € Hom,;(A;B) Y g € Hom,:(C; A).

En efecto; existe por definicion de la aplicacién identidad; ademas verifica

(folp)(a) = f(I4(a)) = f(a), nog)(c) = I4(g(c)) = g(c),
Paratodoa € Aytodoc € C respectivamente.

Categoria pequeiia. € se llama pequefia siy solo si obj(€) es un conjunto.
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Ejemplo: Categoria Carcaj (CA). Un carcaj es una cuadrupla ordenada CA =
(Cy, C4, s, t) formada por dos conjuntos, C, = i, k, ...,j (el conjunto de vértices) y C, =
a, B, ...,y (el conjunto de caminos); y dos aplicaciones s, t: C; = C, que asocian a cada
camino a € C; su inicios s(a) y su fin t(a). Por lo tanto un carcaj se puede considerar

un grafo orientado (que puede tener lazos y caminos multiples).
Notacion.

El esquema a: i — j en CA significara: el camino dirigido a que inicia en el vértice i y
termina en el vértice j. Luego un camino dirigido (de longitud n) de i a j en CA es una

sucesion de vértices y caminos.
Glay, ap_q, - ....q|i) con n > 0 que verifica:
iniciode a; =i
final de a; = inicio de a,
final de a, = inicio de a3
final de a,, = j.

Y para el caso n = 0 se tiene i = j. Luego asociamos a cada vértice i su camino
trivial e_i = (i || i), el cual debe ser interpretado intuitivamente como permanecer en

el vértice i.

Luego si definimos:

1. La clase de objetos obj(CA) como el conjunto C,.

2. La clase de todos los morfismos Hom¢, como el conjunto C;.

3. La composicion de dos caminos se hace por concatenaciéon cuando esto es posible.
Es decir, (j|Bp Bp-1..Bilk) 0 (Ullan an_y1,, ;1)) vale cero si k # I, y vale
(|By» Bp—1, -+ B1, an, an—1,, a1 |i) en el caso k = I entonces, CA es una categoria

pequena.
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Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.
Axioma 1.

La asociatividad de la composicion es evidente por definicion.

Axioma 2.

Por definicion.

Categoria localmente pequefia. La categoria € se llama localmente pequefia si para

cualquier par ordenado de objetos (4, B); Homg(A; B) es un conjunto.

Ejemplo: Categoria de matrices (Matrg). Sea R un anillo conmutativo y M,,,,.,(R) el

conjunto de matrices con entradas en R. Si definimos:

1.La clase de objetos obj(Matrg) como la clase formada por todos los enteros

positivos.

2.La clase de todos los morfismos Homyg:,(m;n) como la clase de todas las

matrices A € M, (R).

3.La composicion como el producto matricial; es decir, para todo A € Homyg¢, (m; 1)
Yy B € Homyqsr,(p; m), implica que BoA = AB € Homyqr,(p; n) entonces, Matry es

una categoria localmente pequefia.
Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.
Axioma 1.

La composicién entre morfismos se hereda de la asociatividad del producto entre

matrices.
Axioma 2.

Para cada m € obj(Matrg) se propone como morfismo identidad I, €

Homyqer,(m; m), a la matriz identidad de orden m.
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En efecto, de la teoria basica de matrices sabemos que paratoda A € Homyg,,(m; n)
se cumple Aol,, = Al,, = A. Analogamente, para toda B € Homyq,,,(n; m) se cumple

I,,oB = I,B = B.

Categoria pre-orden. Una categoria € es pre- orden si, para cualesquiera Ay B,

Homg(A; B) es vacio o unitario.
Observacion 2.2.1.3 Toda categoria pre-orden es localmente pequefia.

Ejemplo: Categoria 0. Es aquella categoria sin objetos, ni morfismos. Los dos
axiomas se satisfacen trivialmente porque estan universalmente cuantificadas sobre

conjuntos vacios.

Ejemplo Categoria 1. Es aquella categoria que tiene un Unico objeto, y un Unico
morfismo (el morfismo identidad de ese objeto). Los dos axiomas se satisfacen

trivialmente porque la composicion es trivial.

Principio de Dualidad.

La teoria de dualizacion aplicada a la axiomatica categérica permite
estudiar s6lo un aspecto de los problemas planteados, pues los
resultados que se obtengan seran ciertos si y solo si lo son sus
respectivos duales. La formulacién que aqui se ofrece es informal e
imprecisa, para aquellos lectores que deseen mayor precision se debe
exigir una aplicaciéon metddica de la l6gica formal; por lo tanto, para
aquellos interesados podran hallar informacién precisa en el libro de
MacLane (1971): Categories for the Working Mathematician. Springer-
Verlag, Berlin-Heidelberg-New York.

Concepto categdérico. Un concepto categoérico es el que se puede definir mediante

una sentencia dentro de la categoria.

Principio de Dualidad. Si la sentencia categoria Pes valida en la categoria €,

entonces su enunciado dual P°? también es valido en €.

Proposicion 2.2.1.1 Si € es una categoria, entonces €°? también lo es y es llamada

categoria dual.
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1. obj(C°P) = obj(CF). Por lo tanto A°?P := A para todo A € obj(C).
2. Homgor(B; A) = Homg(4; B). Luego f°P: B°? - A°P es un morfismo en €°P siy

sélosi f:A - B es un morfismo en €.
3. La composicién es inducida por € y se define de la siguiente manera:
f°Pog®? := (gof)°P paratodo f € Homs(A4; B) y todo g € Homg(B; C).
Demostracion: Se verificara los axiomas de categoria.
Axioma 1.

Por definiciobn de composicién en €°P y la asociatividad de la composicién en €, se

tiene.

hoP0(g°PofP) = ho(fog)? = ((fog)oh)’” = (fo(goh))”™ = (hPog®)of P
Axioma 2.

Como C es una categoria, para todo A € obj(C°P), f € Homg(B; A) y g € Homg(4;C)
existe I, € Homg (A4, A) tal que Iyof = f y goly = g, luego (I,0f)°P = f°P,(goly)°? =

gop1 Izpofop — fop ngpOI:p — gop

Observacion 2.2.1.4 Por definicibn de categoria opuesta es evidente que
(gopP)or = (.
2.2.2 ESTRUCTURAS ABSTRACTAS

Objetos Categoricos.

Objeto inicial. Cierto objeto de una categoria es llamado objeto inicial si desde el
parte exactamente un Unico morfismo a cada uno de los deméas objetos de la

categoria.
Notacion.

Se representa un objeto inicial por 0'.
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Ejemplo: En la categoria Grp, donde los objetos obj(Grp) son grupos y clase de

morfismos Hom,y,j6rp)(A; B) paratodo A,B € obj(Grp) son los homomorfismos entre

grupos, se demuestra que cualquier grupo trivial es un objeto inicial.

En primer lugar, demostraremos que si {e} es el grupo trivial, entonces {e} es un objeto
inicial.
En efecto; si B es un grupo cualquiera, entonces existe un homomorfismo f : 0 - B.

tal que f (e) = e’y es evidente que es Unico.

De manera reciproca, demostraremos que, si A es un objeto inicial, entonces A =
{e}. Para tal efecto, usaremos la demostracién por contradiccion. Es decir; si
asumimos que A # {e} y es un objeto inicial, entonces llegaremos a una

contradiccion.

Como A # {e} admite por lo menos un elemento diferente de elemento nulo e, es
decir A = {z,.......}, luego para cierto grupo B = {x,y,.....} con x # y es posible
definir los homomorfismos f,g: A - Bcomo f (z) = x yg(z) = y paratodo z €
A; los cuales obviamente son diferentes pues x # y. Por lo tanto, bajo estas

condiciones A no puede ser un objeto inicial.

Objeto final. Cierto objeto de una categoria es llamado objeto final si a él llega

exactamente un unico morfismo de cada uno de los demés objetos de la categoria.
Notacion.

Se representa un objeto final por 1.

Ejemplo: En la categoria Set, C es un objeto final si y sélo si es un conjunto unitario.

En efecto; demostraremos que si C = {*} es un conjunto unitario y A un conjunto

cualquiera, entonces C es un objeto final. Consideremos los siguientes casos.
a) Si A = ¢, es evidente que existe un unico f : A — C llamada funcioén vacia.

b)Si ¢, entonces existe un unico f : A — C llamada funcion constante f (z) = *; para
todoz € A.
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Por lo tanto, C es un objeto final.

De manera reciproca, demostraremos que, si C es un objeto final, entonces C es un

conjunto unitario.

Para verificar tal aseveracion, usaremos su afirmacion contrapositiva. Es decir, si C
no es un conjunto unitario, entonces no es un objeto final. Para tal fin, consideremos

los siguientes casos.

a)Si C = ¢, entonces no existe f ¢ Ax C, pues cada elemento de A no tendria

imagen en C. Por lo tanto, € no es un objeto final.

b)Si existieran x,y € C con x # y, dado cualquier conjunto ¢, es posible definir por

lo menos dos funciones distintas f,g : A — C. Por lo tanto, C no es un objeto final.

Objetos isomorfos. En toda categoria €, dos objetos A4, B son isomorfos si para f €

Homg(A; B) existe g € Homg(B; A) tal que gof = 1, fog = Ig.
Lema 2.2.1. Si 1y 1’ son objetos finales, entonces son Unicos salvo isomorfismo.

Demostracion: En efecto; si 1y1’ son objetos finales, entonces existe un unicoh €
Homg(1;1") y un Unico h' € Homg(1'; 1), tal que hoh':1' - 1'y h'oh: 1 — 1. Luego por

consecuencia de la unicidad de hyh' se tiene hoh' =1; y h'oh = 1,.
Lema 2.2.2. Si 0’ y 0" son objetos iniciales, entonces son Unicos salvo isomorfismo.

Demostracion: El resultado es consecuencia directa del principio de Dualidad

aplicado al Lema

Objeto cero. Cierto objeto en una categoria se llama objeto cero, si es un objeto que

simultdneamente es inicial y final.
Notacion.
Se representa un objeto cero por 0

Observacion 2.2.1.5. Existen algunas categorias que no tienen objeto cero como es

el caso de Set.
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Cuando una categoria € tiene objeto cero para cualquier par de objetos (4; B)
siempre Homg(A; B) es diferente del vacio, pues siempre existe el morfismo

composicion.
A->0-B
Lema 2.2.3. En toda categoria, el objeto cero es Unico salvo isomorfismo.

Demostracion: Se verifica por definicién de objeto ceroy Lema 2.2.1

2.2.3 MORFISMO CERO

Morfismo cero a izquierda.f : A — B es morfismo cero a izquierda si fog =

f o h, para cualquier C € obj(C) y cualesquiera g,h € HomC(C; A).

Morfismo Cero a Derecha. f : A — B es morfismo cero aderechasigof = hof,

para cualquier C € obj(€) y cualesquiera g,h € Hom (B; ().

Observacion 2.2.1.7, Todo morfismo con dominio 0" es morfismo cero a derecha y

todo morfismo con codominio 1 es morfismo cero a izquierda.

Morfismo cero. f : A = B es morfismo cero si es simultdneamente morfismo cero a

izquierda y morfismo cero a derecha.

Proposicion 2.2.1.2. Si € es una categoria con objeto cero, entonces para
cada par de objetos A,B € obj(€) existe un Unico morfismo cero en Homg(4; B);

denotado por 05.
Demostracion: Ver [2].

Categoria con morfismo cero. Si para todo A,B € obj(€) existe 05:4 - B que

verifica cada uno de los siguientes items:

a) ho0% = 0§, para todo C € 0bj(€) y heHomg(B; C).
b) 0%oh’ = 08, para todo C € obj(€) y h'eHomg(C; A). Entonces se dice que la

categoria € posee morfismos cero.

Observacion 2.2.1.8 En toda categoria la coleccién de morfismos cero 05 es Unica.
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Proposicién 2.2.1.3 Toda categoria con objeto cero es una categoria con morfismos

cero.

Demostracion: Ver [2].

2.2.4 EQUALIZADOR Y COEQUALIZADOR

Si consideramos intuitivamente los nucleos como los objetos formados por elementos
gue verifican una igualdad, y los conucleos como cocientes, resulta natural
generalizar estas construcciones a otras categorias donde la nocién de cero no exista,
pero si una nocion de igualdad. Por este motivo se define el equalizador y

coequalizador.

Equalizador. El Equalizador de f,g: A — B es el par (D, h), donde, el morfismo h :
D — A satisface foh = gohy el objeto D es universal respecto de esta propiedad.

Para todo morfismo f' € Homg(C; A) que satisface fof' = gof', existe un Unico h’ €

Hom (C; D) que hace al siguiente diagrama conmutativo.

Proposicién 2.2.1.3 Si (D,h)y(D',h') son equalizadores de f,g € Homs(4;B)

entonces D es isomorfo a D' y el isomorfismo conmuta con los morfismos hy h'.
Demostracion: El resultado es consecuencia de la definicion de equalizador.

Proposicién 2.2.1.4 Si f": D' - D es isomorfismoy (D, h) es un equalizador de f, g €

Homg(4; B) entonces (D', h o f') es un equalizador Para f y g.
Demostracion: Ver [2].

Proposicién 2.2.1.5 El nucleo(ker(f), K) del morfismo f : A — B es el equalizador
de f,0 € Homg(4; B).

Demostracion: El resultado se obtiene por la propiedad universal de K respecto del

morfismo ker(f).
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Lema 2.2.4 Toda categoria € con objeto cero si tiene ecualizador, entonces tiene

nacleos.
Demostracion: El resultado se deduce por la Proposicion 2.2.1.5.

Coequalizador. El coequalizador de f,g : A — B es el par (E, h), donde el morfismo
h € Homg(B; E) satisface laigualdad ho f = ho gy el objeto E es universal respecto
de esta propiedad. Para todo h' € Homg(B; C) con h'of = h'og existe un unico f' €

Homg(E; C) que hace al siguiente diagrama conmutativo.

f
A——=B-l. [

g :
kéf

C

2.2.5. Pushout y Pullback

Pullback. Un Pullback para los morfismos g: A - By f: C — B ocurre siy solo si,

los morfismos f' y g’ satisfacen las siguientes propiedades:

a) Conmuta el siguiente diagrama.

P—Y ¢
d
A B

g
b) Para todo g" € Homg(P';A) y f" € Homg(P';C) si fof" = gog'", existe un

unico h € Homg(P'; P) tal que el siguiente diagrama conmuta.

Esdecirg” = ffohyf" = g'oh.
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Lema 2.2.4 Dado el Pullbackparag: A =By f: C—>B

p—1 C
| |
A———B
p—" ¢
f”l lf
A———B

es otro Pullback para f y g, entonces existe un tnico isomorfismo h € Homg(P; P') tal
que f' = f"ohy g = g"oh.

Demostracion: Ver [2].

Pushout. Un Pushoutparag: A - Cy f: A = B ocurre siy solo si, los morfismos

f'y g’ satisfacen las siguientes propiedades.

a) Conmuta el siguiente diagrama.

A—T B

| |

C P
f/

b) Para todo f"" € Homg(B;P') y g"' € Homg(C;P') si f"of = g"og, entonces

existe un unico h € Homg(P; P") tal que el siguiente diagrama conmuta.
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C P
f
A ' _.p
gl lg,,
C —
f

también es Pushout de f y g, entonces existe un unico isomorfismo h € Homg(P'; P)

talqueg’ = hog"yf = hof".

Demostracion: Ver [2].

2.2.6. PRODUCTO Y COPRODUCTO

Producto. El producto de dos objetos A,B € € es el triplete (A X B, m,,mg), CON A X
B € obj(€), my € HomC(A X B;A) y nB € HomC(A X B; B), llamados proyecciones

canonicas, los cuales cumplen la siguiente propiedad universal respecto al objeto

A X B.

Dado C € 0bj(€) si f € Homg(C; A) y g € Homg(C; B) entonces existe un Unico h =

(f,g) € Hom 4(C; AxB) tal que myoh = f, mgoh = g. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta.
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Proposiciéon 2.2.1.6 Si (A X B,m,,mg) es el producto de A, B € obj(€) y existe un
isomorfismo h € Homg(P'; A X B), entonces (P'; myoh, mgoh) también es un producto
de AyB.

Demostracion: Dado Ce€obj(€) y f € Homg(C;A), g€ Homg(C;B),
demostraremos que existe un Unico h € Homg(C; P') tal que(myoh)oh=f vy

(mgoh)oh = g.

En efecto; como (A X B,my,mg) €s el producto de A,B € obj(€) existe un Unico

morfismo g’ € Hom ¢(C; A x B) tal que myog' = f ymgog' = g.
Como h € Homg(P'; AxB) es un isomorfismo existe h —1 € Homg(A X B; P").

Por lo tanto, si definimos h = (h — 1og’) € Homg(C; P"), entonces existe un Unico

morfismo h € Homg(C; P') tal que
(m4goh)oh = fy (mgoh)oh = g.

Teorema 2.2.1.1. Si (A X B,my,mg) Y (P,m,,mp) son los productos de los objetos

A, B € C, entonces A X B esisomorfo a P.

Demostracion: Del diagrama conmutativo adjunto,

P
7, - TR
TA Y TR
A ‘ Ax B B
TA Y Tp
P



se deduce:
(mpof)of' =mypo(fof') = myof ' = myolp
(mgof)of’ = mpo(fof') = mpof' = mpolp

Es decir, Iyyfof' hacen conmutar el diagrama, luego por la unicidad en la
definicién del producto se deduce fof' = I, y de manera Simétrica se obtiene f'of =

1,,5. Por lo tanto, A x B es isomorfo a P.

Lema 2.2.6. Si € una categoria con objeto cero y producto y definimos §;, €
Homg(A;; Ay ) para cada j, k € 1,2 tal que &, = 0 cuando j # ky &;; = I,;, entonces

existen i,; € Homg(4;; A;x4;) llamados inclusiones, tales que 1y, 0is; = 8j, Vj, k.

Demostracion: La afirmacion se deduce de los siguientes diagramas conmutativos y

la propiedad universal de producto, se logra verificar.

.—11 fll

Proposicién 2.2.1.7 Si € es una categoria con productos binarios, entonces para f €
Homg(4;C) y g € Hom (B; D), existe un unico morfismo f x g definido por f x g =
(fomy, gomy) € Homg(A X B; C X D)

tal que el siguiente diagrama conmuta.

A ~ (!
> T
7 JIE o o — R )_('xD
fxg
™D
B D



Demostracion: Se deduce por la definicién de producto.

Observacion 2.2.1.9 Por definicion de producto, se cumple cada una de las

siguientes proposiciones.
a) Iy XIp =Ixp

b) (f,g)oh = (fohgoh).
c)(fxglo(hx f)y= (foh)x(gof).
d)(fxgohf) = (ohgof)

Teorema 2.2.1.2 En toda categoria, si existe Ax (B X C)y (A X B) X C, entonces

son isomorfos.
Demostracion: Ver [2].

Teorema 2.2.1.3 En toda categoria si existen los productos binarios, entonces existe

el producto para un numero finito de objetos.

Demostracion: La demostracion utiliza el principio de induccion matematica y el
Teorema 2.2.1.3.

Coproducto. El coproducto de A,B € obj(€),es el triplete (AlIB,i,, ig), donde
AlIB € obj(€), iy € Homg(A,AlIB) e ig € HomC(B,A]llB), llamados inclusiones
canonicas, que satisfacen la siguiente propiedad universal. Dado C € obj(€), g €
Homg(A,C) y h € Homg(B, C), existe un unico morfismo g[[h € Homg(A]IB,C) tal

que foiy = g, foig = h. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.
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Proposicién 2.2.1.8 Dado el coproducto (A][B,i,, ig) de A, B € obj(€), si existe un
isomorfismo h € Homg(A ]l B; Q), entonces (Q; hoiy, hoig) también es un coproducto

para Ay B.

Demostracion: El resultado se deduce por el Principio de Dualidad aplicado a la

Proposicion 2.2.6.

Proposicién 4.2.1.9 Si (AlIB,isig) Yy (Q,i_A,i_B) son coproductos de los objetos

A; B, entonces A[]B es isomorfo a Q.

Demostracion: Se verifica por el Principio de Dualidad aplicado al Teorema 2.2.1.3.
Teorema 2.2.1.4. Siexisten A]] (B]] C) y (A]] B) 1IC, entonces son isomorfos.
Demostracion: Se deduce por el Principio de Dualidad aplicado al Teorema 2.2.1.3.
Teorema 2.2.1.5 Sea € una categoria con objeto cero y coproductos, si para cada

j.k €12, se define §; € Hom G(AJ-;Ak) tal que 8, =0 cuando j # k Yy &;; = Iy,

entonces existen . € Homg (4 [14;; 4;), tales que myoiy, = &, V), k.

Demostracion: Se deduce por el Principio de Dualidad aplicado al Lema 2.2.5. o

Teorema 2.2.1.6 En toda categoria si existe coproductos binarios, entones existe el

coproducto para un numero finito de objetos.

Demostracion: Se deduce por el Principio de Dualidad aplicado al Teorema 2.2.1.5.

2.2.7 FUNTOR

En toda categoria € se puede apreciar, que la clase Homg cobra sentido explicito
cuando para todo par ordenado de objetos (4, B) se define Homg (4, B). Luego si
definimos Hom (A4,B): € x € » C: se deduce que Hom (A4, B) nos permite establecer
conexiones entre diversos objetos. Por lo tanto, es necesario definir la nocién de
preservacion de estructura entre dos categorias en el sentido: objetos-objetos,
morfismo-morfismo, morfismo identidad- morfismo identidad y la misma operacion de

composicion. En ese sentido se requiere definir a los funtores.
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Funtor o Funtor Covariante. Sean € y B dos categorias. Un funtor covariante de €

en B (denotado como F: C— B consiste en dos aplicaciones:

1. La aplicacién objeto F, que asigna a cada objeto A de € un objeto F(A) de D
2. La aplicacion morfismo F , que asigna a cada morfismo F:A—-B de €
morfismo.F(f): F(A) - F(B) de B.

Y satisface los siguientes axiomas:

Axioma 1.

F(feg) =F()eF9)

Axioma 2.

Paracada A € G, F(ly) = Iy

Ejemplo 2.2.1. Sean las categorias € y set. Si A es un objeto fijoen €
entonces Hom, (4; —): C— Set es un funtor covariante.

Para verificar la afirmacion se debe observar como actia Homg(A, —) sobre los

objetos y morfismos de €. Es decir:
Homg(4; — ): 0bj(€) — obj(Set)

B - Homg(A; —)(B) = Homg(4; B)
Homg(A: —): Homg(B: C) ~> Homge, (F(A): F(C))

f — Homg(a; —)(f) = Homg(a: f)

con:
Homg(A; f): Homg(4; B) — Homg(4; C)
h - Homg(4; f)(h) =feh

satisface los dos axiomas de funtor covariante.
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Axioma 1

Si f € Homg(B;C)Ag € Homg(C:D) entonces geo f € Homg(B; D) por lo tanto:
Homg(4;g° f)(R) =(gef)eoh

=go(foh)ge(feh)=Home(4 g)(f°h)
= Homg(A;g)(Homg(A; f)(h))
= (Homg(4; g) e Homc(4; f))(h)
para todo h € Homg(4; B) .
Axioma 2.
Como para cada B € obj(C) existelz € Homg(B; B), se tiene
Homg(A;Ig)(g) = Ig° g = g = Inome(ap) © g PAratodo g € Homg(4; B):

Funtor contravariante. Sean €y D dos categorias. Un funtor contravariante de € en

D (denotado como F: € — D)consiste en dos aplicaciones:

1. La aplicacion objeto F, que asigna a cada objeto A de C un objeto F(A) de D.
2. La aplicacion morfismo F, que asigna a cada morfismo f: A - B de C el
morfismo F(f): F(B) - F(A) de D .

Y satisface los siguientes axiomas:
Axioma 1.

F(feog)=F(g)F(4)

Axioma 2.

Paracada A € €, F(Iy) = I

Los funtores que preservan la direccién de morfismos se llaman funtores covariantes

y los que cambian su direccion se llaman funtores contravariantes.
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Ejemplo 2.2.2. Sean las categorias € y Set. Si B es un objeto fijjo en €, entonces

hOMgs(—; B) ~» Set es un funtor contravariante.

Para verificar la afirmacion se debe observar como actia Homg(—; B) sobre los

objetos y morfismos de . Es decir:
homg(—; B); 0bj(€) - obj(Set)
A - Homg(—; B)(A) = Homg(4; B)
Homg(—; B): Homg(A; B) -» Homg,.(F(A): F (B))

f — Homg(—; B)(f) = Homg(f; B)

Son
Homg(f; B): Homg(4; B) ~> Homg(C; B)
h — Homg(f; B)(h) = ho f

Se verifica que Homg(—;B):C — Set satisface los dos axiomas de funtor

contravariante:
Axioma 1.

Si f € Homg(C;A) gg € Hpmg(C; D) entonces para todo h € Homg(C;A) yhe

Homg(4; B) se cumple
Homg(f e g;B(h) =he(feg)=hef)eyg
Homc(g; B)(h o g) = Homg(g; B) (Hpme(f; B)(R))
= (Homg(g; B) » (Homg(f; B))(h)
Axioma 2.
Como para cada A € obj (€), existe I, € Homg(A; A), se deduce

Homg(l4;;B)(g) =gely=g-o (IlomM(g(;A;B) para todo g € Homg(4; B)
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Composicién de funtores. Sean los funtores F: € — D y g:© — B.Ls composicion

G o F:€ — D se define como:

GoF =Gy (g°F)f) =GEF()

Observacion 2.2.1 En toda categoriaC, si definimos I:€ — € como I(A) =4 A

I(f) = f , y cumple los siguientes axiomas:
Axioma 1.

I(gef)=g°f =1 °I(f)

Axioma 2.

(1Y) =1, = I, Por lo tanto, es un funtor y seria llamado funtor identidad.

Proposicién 2.2.1 Si definimos:
1. La clase de objetos obj (Cat) como la clase formada por todas las categorias.

2. La clase de todos los morfismos Hom,;(€; B como la clase de todos los funtores

entre las categorias CA B .

3. La composicion como la composicién definida en 2.2.3 entonces Cat es una

categoria, llamada categoria de categorias.

Demostracion: Evidente por Definicion 2.2.3 y Observacion 2.2.1. o

4.3.1. Propiedades que Preservan los Funtores

Funtor que preserva productos. Se dice que el funtor F;€ — B preserva
productos, si F(A4 x B); ,F(m,),F(m,) es un productode F(A)y F(B) en lacategoria
B

Funtor y objeto cero. El funtor F; € — B preserva objeto cero, si F(0)) es objeto

cero en la categoria B

Funtor y morfismo cero. Se dice que el funtor F; € — B preserva morfismo cero si

F(0)) es un morfismo cero en la categoria 3B.

39



Lema 2.2.1 Sea F;€ — 8B es un funtor. F preserva objeto cero si y s6lo si F

preserva morfismos cero.

Demostracion: El resultado es consecuencia directa del siguiente hecho. Un objeto

en una categoria esté caracterizado por su morfismo identidad.

2.2.8 LOGICA PROPOSICIONAL

La légica determina las reglas del razonamiento estructurado y establece un puente
entre los lineamentos del proceso constructivo del sistema axiomatico y la creatividad
humana. Félix D. Aira C. (1979-?)

LOGICA CLASICA

Aristételes, con su obra el Organon referencid, un importe ambito del conocimiento,
pues el inefable proceso de busqueda ontoldgica del ser, encasillo la argumentacion
del pensamiento humano dejandolo sin ninguna directriz. Posteriormente los fildsofos
racionalistas (Descartes, Leibniz) del siglo XVII, transformaron la l6gica Aristotélica
en la plataforma de la ciencia que habria de desarrollarse posteriormente.

A mediados del siglo XIX se inicia con la matematizacion de la Iégica y entre ellas se
destaca la propuesta de Boole: El analisis matematico de la I6gica. En ella se observa
como a partir de la definicion de tres tipos de signos estable un lenguaje para el
estudio de la logica. Posteriormente, la teoria de conjuntos se desarrolla con los
trabajos de Cantor y Zermelo y se usan como instrumento para la fundamentacién de
la matemaética. La l6gica se convierte en ese momento en el andamiaje deductivo por

excelencia donde sus reglas rigen los argumentos del razonamiento demostrativo.

2.2.8.1 HISTORIA DE LA LOGICA POR SU OBJETO DE ESTUDIO

La expresion légica (logike), significa: Dotado de razon, intelectual, dialectico,
argumentativo. Por lo tanto; proviene de (logos): Palabra, pensamiento, idea,
argumento, razon o principio. En ese sentido queda delimitada la concepcion de dos
l6gicas: la l6gica de la filosofia, iniciada por Platon, y la l6gica matematica, de
Aristételes. Los cuales han tenido significados diferentes a lo largo de su desarrollo
histérico, motivados por su propdésito como su objeto de estudio o del valor epistémico

de sus conclusiones.
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1. La légica griega. La cultura griega se caracterizo, por el rol destacado que tenia
el discurso y la palabra, dentro de su sociedad. Los sabios y maestros de oratoria,
conscientes del valor de sus ensefianzas, no desaprovecharon la oportunidad y
fueron de isla en isla, de puerto en puerto, ensefiando la retérica, escribiendo leyes y

constituciones.

2. La légica medieval. Esta orientada al fundamento y argumento racional de la
busqueda de lo divino: la argumentacién Teoldgica de Santo Tomas es un ejemplo de
coémo la légica puede ser utilizada para resolver (o pretender resolver) esta clase de

problemas. Finalmente, uno de los aportes a destacar son las tres Leyes de la Légica:
Ley de identidad. Todo ente es un ente

Ley de contradiccion. Ningun ente es y no es

Ley del tercero excluido. Los entes son o0 no son.

3.Lalégica moderna. Es una etapa del conocimiento humano, donde el racionalismo
hace prevalecer la universalidad de las verdades matematicas dentro de los contextos
cientificos, sustentados en la abstraccién de sus objetos y sus argumentos. En ese
sentido se pretende lograr un simbolismo universal libre de antigiiedades.

4. La logica mateméatica. Tiene por finalidad introducir argumentos meta
matematicos en el &mbito de la l6gica, este favorecio el pensamiento analitico de los
conceptos légicos, despojando a los argumentos propios de la l6gico su valor
filosofico. A partir de esta concepcion la I6gica experimentaria un desarrollo sustantivo
en sus alcances, conceptos y métodos. Como resultado de ello se hace posible dos
formas de abordar su estudio: desde el punto de vista del significado de sus simbolos

(la semantica) o de su manipulacion (sintaxis).

2.2.8.2 ¢ QUE ES LA LOGICA?

En esta tesis asumimos que la légica en general es el estudio del razonamiento valido
0 correcto y para definir una légica en particular se debe definir un lenguaje artificial;

con un alfabeto y unas reglas gramaticales de formacion de expresiones bien
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formadas (ebf) a los cuales se les atribuye significado mediante interpretaciones

semanticas.

La légica se ha aplicado con éxito a la matemética y a su fundamento (G. Frege, B.
Russell, D. Hilbert, P. Bernays, H. Scholz, R. Carnap, T. Skolem), a la fisica (R.
Carnap, A. Dittrich, B. Russell, E. Shannon, N Whitehead, P. Fevrier), a la biologia (H.
Woodger, A. Tarski), a la psicologia (B. Fitch, G. Hempel), al derecho y a la etica (K.
Menger, U. Klug, P. Oppenheim), a la economia (J. Neumann, O. Morgenstern), a la
metafisica (J. Salamucha, H. Schoz, M. Bonchenski), por ultimo cabe resaltar sus

aplicaciones a la ciencia de la computacion han sido extremadamente provechosas.

2.2.8.3 ¢ PORQUE LA LOGICA CENTRA SU ATENCION EN EL LENGUAJE?

Como el pensamiento no tiene un componente material; entonces no podemos
enfocarnos concretamente en algo fisico, Pero como este se manifiesta por medio del
lenguaje. Podemos concluir que lenguaje y pensamiento tiene una relacién intrinseca,
ya que no puede desarrollarse el pensamiento sin el lenguaje, y no puede darse el
lenguaje sin el pensamiento. Por esta razén la lIégica centra su atencion en el lenguaje

pues este disfraza el pensamiento.

2.2.9 FUNDAMENTOS

Como la ciencia es un conjunto de conocimientos obtenidos mediante la observacion
y el razonamiento, sistematicamente estructurados y de los que se deducen principios
y leyes generales, es necesario establecer un marco deductivo para su

argumentacion y fundamentacion.

Proposicién. Una proposicién es un discurso enunciativo que expresa un juicio y

posee un significado que es verdadero o falso.

Alfabeto. Un alfabeto U es un conjunto de simbolos, llamados simbolos primitivos

Lenguaje. El lenguaje formal para representar la logica proposicional £ es definido

por los siguientes elementos:

1. Un alfabeto U, dividido en:
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a) Simbolos de aridad cero, 2, = (,), Py, P;, P,, ..... l0s cuales a su vez, se clasifican en

simbolos de agrupacion: {(;)}, y en letras proposicionales: A;, = {Py, P, P2, ...... }.
b) Los conectivos de aridad uno, 2; = —
c) Los conectivos de aridad dos, 2, =, ©,AV

Ademas, estos conectivos seran llamados del siguiente modo:

Conectores

~ (negacién),

A (conjuncién),

V (disyuncién),

= (condicional),

& (bicondicional)

Figura 1. Nombres de los conectores logicos.

2. Unas reglas de transformacion que indican cémo obtener una ebf (llamadas
proposiciones) de £ a partir de otra u otras ebf . Mas precisamente, establecen que
una ebf es inmediatamente deducible como conclusion a partir de un conjunto finito

de ebf tomadas como premisas.

R1 Cada P; € A, es una proposicion.

R2 Si u es una proposicion, entonces —u €s una proposicion.

R3sid €0, yp, q€ Aw, entonces pAq es una proposicion.

R4 ninguna otra cosa formada con ayuda de Ul es una proposicion.

Teorema 2.2.1 Una propiedad se cumple para toda proposicion de £ siy solo si se

satisfacen las siguientes condiciones:

1. Todas las proposiciones p € A;, 0 cumplen la propiedad.

2. Si la proposicion v cumple la propiedad, entonces —u cumple la propiedad.

43



3. Si cualesquiera dos proposiciones v y ¢ cumplen la propiedad entonces también la

cumplen (v A ¢ ) paratodo A e Q2 y toda proposicion
u,0€EL.

Demostracion: En efecto; si suponemos que todas las proposiciones de £ cumplen
con la propiedad, entonces por Ritodo p € 4,, los cumplen. Por lo tanto, se verifica
(1). De otro lado, por las reglas Rz y Rs se verifican simultaneamente las condiciones
2)y (3).

De manera reciproca, si suponemos que se cumplen las condiciones (1), (2) y (3),

entonces demostraremos que toda proposicién de £ la cumple.

En efecto; la demostracion seria hecha por induccion sobre la longitud de las

proposiciones.

Si u tiene longitud uno, entonces u € Aw Yy por la regla R1 se concluye que v cumple
la propiedad. Ahora supongamos que toda u € L tiene longitud y cumple con la
propiedad, entonces por Rz y Rs se concluye que v también cumple con la propiedad.
Por lo tanto, para cualquier nimero natural m, si la longitud de v es m, entonces la

proposicién s cumple con la propiedad, con lo que se verifica la afirmacion.

Lema 2.2.1 Todas las proposiciones de £ tienen tantos paréntesis izquierdos como

paréntesis derechos.

Demostracion: Si definimos la propiedad P: tiene tantos paréntesis izquierdos como
derechos, entonces demostraremos que P satisface las reglas (1); (2) y (3) del
teorema 2.2.1. En efecto.

1. Las letras proposicionales p € Aw tienen 0 paréntesis izquierdos y 0 paréntesis

derechos. Por lo tanto, cada p cumplen la propiedad P.

2. Supongamos que v € L cumple con P, entonces —u tiene los mismos paréntesis

que u, es decir —u cumple con P.
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3. Finalmente supongamos que v,¢ € £ cumplen con P. Entonces (vA¢) tiene los
mismos paréntesis de v, ¢ Yy un izquierdo mas y un derecho mas. Por lo tanto (vAo)

cumple con P.

Axiomas. Es un subconjunto de las ebf (proposiciones) de L de las cuales se
deducen otras proposiciones formales mediante la aplicacion de las reglas de

transformacion del lenguaje.

Los axiomas, no tienen significado ni valor de verdad. En particular, no son

enunciados verdaderos y, por tanto, no se los elige por su evidencia.

Teoremas. Son ebfs de L que se deducen de los axiomas mediante la aplicacién
de alguna regla de transformacién. Los axiomas se consideran deducibles de si
mismas, por lo tanto, son teoremas. Asi, el conjunto de los axiomas de £ esté incluido

en el de los teoremas.

SEMANTICA
En légica la semantica es un instrumento para dar la nocién de validez y/o veracidad.

Concepto de Semantica. Una semantica se define como el par (Ato,, |—) donde + es

una relacion de satisfactibilidad definida de la siguiente manera:

1. S; Ay, — [V; F]
2. Una funcion entre Ly el conjunto {V, F}.

3. Si S (p) =V, entonces p es verdadero y si S (p) = F, entonces p es falso.

PC-modelo. Un PC modelo para el conjunto de proposiciones I' de cierto £ es una

funcionuv: T — {V, F} tal que:

1. Una funcion v(p) = S(p),p €T

2. v(pvqg =Fev(p)=FAv(q) =F.
.viprgq)=Feov(pp)=VAv(Q =V
4dvip—oq@=Feouvp)=VAv@=F uvu(p—yaq=FF.
5u0(=p)=V e u(p) =F.
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Formal de Seméantica. Formalmente una semantica S (o un PC-modelo) se define
como el par (I';+) donde  , es una relacion de satisfactibilidad entre las
proposiciones del lenguaje £ y el conjunto {V, F} que cumple las siguientes

condiciones:
1.p +sq siu(p) =V, entonces u(q) = V.

2.Dada una coleccion de proposiciones I' de L T'+ Sq siv(q) =VV para cada ebf
deT.

3. F Sp. |— si p es valida para todas las proposiciones de £

Razonamiento. Es cualquier secuencia finita de proposiciones de £ que tiene la

siguiente estructura:
Pl/\Pz/\P3/\ ...... /\Pn:>q

Donde n es un nimero entero positivo. A las proposiciones P;;i = 1,2,....,n se les

llama premisas del razonamiento y a la proposiciéon g, conclusién del mismo.

Razonamiento valido. Es todo razonamiento donde la conclusion q es verdadera

cada vez que todas las premisas P;.i = 1,2,3,:--n lo sean.

Observacion 2.2.1. Un razonamiento valido también se llama inferencia y queda

representado por el siguiente esquema.

Falacia. Es un razonamiento no valido.

Demostracion. Es un razonamiento que establece la veracidad de un teorema.
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LOS CONECTIVOS LOGICOS Y TABLAS DE VERDAD

Cada elemento de Q,; y Q, son distinguibles una de otra por sus valores de verdad.
Esto quiere decir que el significado de cada conectivo l6gico puede ilustrarse

mediante una tabla, conocida como tabla de verdad.

Tabla de verdad. Una tabla de verdad es un arreglo rectangular que contiene los

valores veritativos de la proposicion y en cada linea se muestra un posible valor.

A continuacién, presentamos la tabla de verdad asociada a cada una de las

operaciones definidas en la légica proposicional.

| o

SO JRSI R

: ‘

Vv

Figura 2: Tabla de Verdad.
LA ARGUMENTACION Y LA LOGICA

Estudiar y fundamentar la légica, es capturar la estructura del propio conocimiento
humano, pues se encuentran estructurados en enunciados del discurso racional, con
ciertas peculiaridades discursivas y como se quiere develar el instrumental deductivo
de ese discurso, deben ser modelos con las herramientas deductivas de la I6gica. En
ese sentido surge un problema con el aparato deductivo de la l6gica, cuando nos
referimos a la fundamentacion los razonamientos, los argumentos y las deducciones.

Indubitablemente ante este hecho surgen las siguientes preguntas:

¢, Qué conectivos logicos deben ser estudiados y analizados para representar la
estructura de los argumentos del discurso que se produce en determinados contextos

discursivos? y ¢ Que reglas sintacticas y que definiciones formales se deben imponer?

Reglas de inferencia. Es una ley racional, utilizada como patron para realizar un

razonamiento de manera valida.
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INTERPRETACION ALGEBRAICA DE LA LOGICA

Se puede interpretar algebraicamente la légica proposicional por medio de la
definicién de dos operadores; la negacién y la disyuncién. Tales operadores conectan
variables proposicionales, las cuales poseen valores de verdad.

ARGUMENTO LOGICO DE UN GRUPO

Dada la estructura algebraica de grupo (G, *), donde G es un conjunto no varioy * es
una operacion binaria interna. Se le puede asociar su estructura l6gica mediante cierto

lenguaje £ estructurado de la siguiente manera:
1. Un alfabeto U, dividido en:

a) Simbolos de aridad cero, 2.0 = {(,),e,a,b---)} los cuales, a su vez, se clasifican

en simbolos de agrupacion: {(;)}, y en letras proposicionales: A;, = {a, e, b}

b) Los conectivos de aridad uno, 2, = -1, —}.

c) Los conectivos de aridad dos, 2, ==, <AV, =*.

2. Unas reglas de transformacion que indican como construir un lenguaje U a partir

de ciertas ebfs .

a) Todoa,e € A;, €s una ebf .

b) Siaesunaebf entonces a! esunaebf .

c) Sia,b € A, sonebf entonces (a *b) esuna ebf.
d) Sia,b € A, sonebf entonces a=Db es una ebf.

e) Ninguna otra cosa formada con ayuda de U es una ebf .

3. Intuitivamente hablando puede decirse que el lenguaje U solo acepta igualdades

como ebf's . El sistema axiomatico, se define por medio de esquemas:

e A1 a,b,ceAtosonebfs entonces (a* (b*c) = ((aeb)*c) esun axioma.
e Ax:Siaesunaebf entoncesax*e =a €sunaxioma.

e As:Siaesuna ebf, entonces e *a =a €sunaxioma.

e As; :siaeAtoesunaebf entonces a ! *a=e esunaxioma.

e Ab:siaeAtoesunaebf entonces a=aes unaxioma.
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4. Reglas de inferencia indican:

e R1)Sia,b €. A, sonebfs entoncesde a = b sededuce b = a. A,

e R2)Sia, b, ceA, esunaebf,entoncesa=byb=csededucea=c.

e R3) Sia, b, c €A, entonces de laebf b =c, se puede deducir (a*b) =ax*c
como bxa=c*a.

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS CON DOS ELEMENTOS

Dado el conjunto Az = {a, b} definimos sobre la operacion + de manera tal que se
verifica:

A partir de donde se puede observar queva,b € A, se cumple(a+ b) € A,.
Inmediatamente surge una pregunta ¢ Es posible describir la tabla anterior en términos
de algunas propiedades de la operacion +? La respuesta es si, tal como se muestra

a continuacion
at+a=aa+b=b+a=aAb+b=a.

Ahora si nos preguntamos, ¢, dadas las propiedades anteriores podemos recuperar la
tabla? La respuesta es si; pero encontramos dos posibilidades: una cuando el

elemento identidad es «,

(1 (1 lI'J

blb a

Y la otra cuando el elemento identidad es b:
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bla b

y reordenando la tabla anterior, se obtiene justamente la tabla:

Pero si intercambiamos en esta Ultima tabla los nombres de a y b, obtenemos:

ala b

blb a

Lo que significa, que las dos tablas representan la misma operacién con el nombre

de los elementos intercambiado.

Por todo lo expuesto se puede deducir con suma facilidad que (4,;+) es un grupo

abeliano.
Otras Representaciones de (4,;+)

Si aplicamos el mecanismo de intercambiar los simbolos de a,b € A, y la operacion
+ por otros con la finalidad de asignar un significado diferente, asi por ejemplo al

intercambiar A = F = 0; b =V =1 se obtiene. las siguientes propuestas:
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1. Parala conjuncion: p A q

0 1
010 0
110 1

2. Para la disyuncion: p Vv q

4. Para el bicondicional: p & ¢q

— |0 1
0ofj1 0
110 1
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2.2.10 LOGICA INTUICIONISTA

En el mundo matematico la mayor parte de las veces demostramos argumentos con
un pufiado de principios logicos, pero indudablemente descubrimos el camino

correcto con ayuda de la intuicién.
Henri Poincaré. (1854-1912)

El desarrollo de nuevas ideas matematicas en el siglo XIX mostro un rapido
crecimiento de la abstraccién humana. La introduccion de la teoria de conjuntos de
Cantor, las geometrias no euclidianas, el inicio del algebra abstracta, son factores que
desencadenaron el escepticismo del quehacer matematico, en especial de un grupo
notable de matematicos como Poincaré, Kroeneker, Borel y L.E.J. Brouwer. Este
ultimo fue el impulsor del pensamiento intuicionista, el cual abogaba por investigar las
construcciones mentales matematicas como tales, sin hacer referencia alguna acerca
de la naturaleza de los objetos construidos, tal como si existen independientemente

de nuestro conocimiento.

El intuicionismo sustenta que la matematica, es una actividad mental del pensamiento
humano por lo tanto los objetos mateméticos existen en la medida que son pensados.
Es decir, estos son construcciones mentales cuyas propiedades también son
definidas por medio de construcciones mentales. Esto plantea una diferencia
sustancial con la logica en cuanto a la consideracion del infinito actual y la ontologia
de los objetos matematicos. La l6gica intuicionista difiere de la clasica por la exclusion

de los siguientes principios:

e El concepto de verdad se sustituye por el concepto de prueba
(demostracién) constructiva (o procedimiento constructivo).
e No se cumple el principio de la doble negacién: =—p - p .

e No se cumple el principio del tercero excluido: =p Vv p .
PRUEBA CONSTRUCTIVA

Una prueba constructiva es la demostracion de la existencia de cierto objeto
matematico a través de su construccion. Asi, una prueba constructiva debe proveer

un algoritmo para obtener el objeto en cuestion.
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2.2.10.1. ¢ POR QUE EL RECHAZO DEL TERCERO EXCLUIDO?

Segun (Dummett, 1974), la ley del tercero excluido no es compatible con el
intuicionismo porque una prueba del tipo p v g es una pruebaodepodeqy
por lo tanto una prueba de —p V p significa la existencia de la prueba de p o de
la prueba de —p ya que podria suceder que algunas proposiciones no tengan
prueba de su afirmacion o negacion.

2.2.10.2 ¢, POR QUE EL RECHAZO A LA DOBLE NEGACION?

Segun (Dummett, 1974), la ley de la doble negacién no es compatible con el
intuicionismo porque si se tiene una prueba de ——p nunca se tendra una
prueba de —p, es decir, una demostracion de que nunca se tendra una prueba
de que p nunca seria probado.

2.2.10.3 LA VERDAD INTUICIONISTA

Segun (Manuel, 2008), la mencion de verdad de una proposiciéon, en logica
intuicionista, es apenas una abreviacién linglistica del hecho de que una

prueba para esa proposicion esta disponible.

2.2.10.4 FORMALIZACION DE LA LOGICA INTUICIONISTA

La formalizacién de la légica intuicionista fue inicialmente motivada por la
explicacion informal de Brouwer-Heyting-Kolmogorov sobre la verdad
intuicionista y esta es obtenida traduciendo la légica proposicional con la

eliminacién de algunos axiomas.

2.2.10.5 SISTEMAS INTUICIONISTAS DE GENTZEN

Gerhard Gentzen en 1934 propuso un sistema formal que se aproximase al
modo de raciocinio humano, para ello propone una teoria de la deduccion
basada en el tratamiento de ciertas reglas de suposiciones, en lugar de la usual
formulacion axiomatica. Como resultado de esta propuesta, Gentzen presenta
dos tipos de sistemas formales conocidos como sistemas de Deduccién Natural

y calculo de Secuentes.
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1. Deduccién natural.

Es un sistema deductivo donde no hay ebf axiomaticamente asumidas como validas,
pero si existen reglas de inferencia y para compensar la falta de axiomas, se permite
introducir cualquier ebf como una hipotesis, en cualquier fase de la prueba. De esta
manera el sistema de deduccion natural provee el ambiente apropiado para estudiar
la estructura de las pruebas, donde se hace un andlisis de la deduccion, desde el

punto de vista de la capacidad de cada conectivo.

Ademas, se adoptan los siguientes conectivos légicos {=, <, A, v, 1}; donde la

constante L permite capturar la definicion de negacién intuicionista.

De otro lado las reglas de inferencia para la légica intuicionista son proyectadas en
un Patron de reglas de introduccion y eliminaciéon tal como son mostrados en el

recuadro adjunto.

Conjuncion
P pAd pAgq
P q p q
Disyuncion
p| q
_P I :
pvq pvq pvg r r
r
Implicacion
p|
: p pP—9q
q q
pP—q
Negacion
p|
: o P
L
P
Regla del Absurdo Intuicionista =
p

Figura 3: Reglas de Inferencia para la Légica Intuicionista.
2. Célculo de secuentes intuicionista.

Gentzen al formalizar el sistema de deduccién natural se enfrenté a un problema
llamado problema de corte o de eliminacion; el cual lo motivo a proponer un nuevo

calculo, conocido como calculo de secuentes.
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Con la finalidad de formular el mencionado calculo Gentzen adopta los siguientes
conectivos l6gicos {=, &, A, Vv, 1}; y las letras {p, q, 7, p1, P2, p5 -+ }para designar e, b, f

y letras{ A, I', AN, " --- }para designar secuencias arbitrarias de e, b, f,s .
El secuente tiene exactamente el mismo significado del esquema:
P1AP2ADP3 A APy =¢q

Presentado en la definicion 2.2.1.2 el cual sera usualmente representado como T + g
.Las reglas de inferencia para el calculo de secuentes son mostrados en el recuadro

adjunto.

Reglas Estructurales

Debilitamiento
-4 I
Lpk4a r=p

Contraccion
e, rka

.e-q

Permutacion
LPaI'Fr
rapl'tr

Corte
r+p ', pH4

| I
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Reglas Operacionales

Conjuncion
I,Pkr r.q-r
LpAQHT rpAQFT
r-p r'r4q
rr'epadq
Disyuncion
r.ptr r.gr-r
rpvaqkr
r-p r-4a
r-pvq r-pvdg
Implicacion
r-p r,q-r r,pHd4d
rI“.p—+qhtr rkFp—+q
Negacion
r-p I, P
I, _.p‘ 't |p

Figura 4: Reglas para el Calculo de Secuentes de la Légica Intuicionista.

2.2.10.6. LA TEORIA DE CATEGORIAS Y LOS SECUENTES DE GENTZEN

Lambek, J (1986), en su articulo titulado Deductive Systems and Categories I,
demostrdé la correspondencia de ciertas categorias y ciertos sistemas
deductivos, donde se considera una relacién de equivalencia entre pruebas.
Para tal fin hizo corresponder a los objetos de cierta categoria con ebfs y los
morfismos con las pruebas. Por lo tanto, para Lambek, la distincion entre lo
categorico, lo algebraico y lo l6gica es lo mismo, puesto que en el algebra se
presta atencién a las operaciones heterogéneas, y en la légica se preste

atencioén a la igualdad entre deducciones.

Si reescribiremos la identidad y la composicién entre morfismos de categoria

C como.
A € 0b(C) f:A—>B g:B—oCen(C
idg: A — AenC fig:A—=CenC ’
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Entonces las ecuaciones que ellos satisfacen se representan por:

f: Ao B ¢g:BoC h:CoDenC f:A>BenC f:A—BenC
fi(gih) = (fi9)ih idg; f=f Fiidg = f

De otro lado; si el objeto final de la definicion 4.2.3 es caracterizado por 1 € C,

entonces se tiene:

A€ Ob(C) iAo lenC
1 € 0b(C) (Ja:A>1lenC f=0a

En esa linea de razonamiento, si escribimos para todo par A, B € obj(C) el producto

binario, definido en lema (2,2,5) por:

A, B € 0b(C) A.B € 0bC A B € Ob(C)
AXB € 0b(C) 7aB:AXB—-AenC wyp:AXxB—+Ben(

Para cualesquiera:

[:C—oA g:C—o BenC
(f,g):C > AxBenC '

Se concluye:

:C = A, qg:C—=BenC f:C—>A,g:C’—»BenC
(fag);WA,B:f (fag);ﬂii'gzg

Finalmente, por todo lo expuesto anteriormente la unicidad del morfismo inducido por

la propiedad universal del producto satisface la siguiente ecuacion:
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Luego, si establecemos las siguientes relaciones en la terminologia y la notacion,

objeto +—  férmula
morfismo +—  secuente
fiA—->B +— f:AWB
AxXxB — AAB
1 — 1.

Entonces, en toda categoria C es posible definir el conjunto de proposiciones

categoricas por For(C). Luego si en ella definimos las dos reglas:

A, B € For(C)
T € For(C) AANB € For(C)

Entonces, por Lema 2,.2.6 se afirma que existe una unica férmula constante LeFor

(C) Ademas es evidente que For(C) es cerrada bajo la operacion binaria A.

Si en las siguientes reglas no consideramos el nombre del Secuente, como por
ejemplo para cada morfismo F:AF B y nos quedamos solo con representacion
fA + B, entonces se deduce un calculo de secuentes para la logica intuicionista
proposicional cuya Unica conectiva es la conjuncion, tal como se puede apreciar a

continuacion:

A € For(C) A € For(C)
idy: AFAenC {(Ja:AFTenC

f:AF-B. g: BECenC [:CHA g:CFHBenC
fig:AFCenC (f,g):CHAABenC

A,B € For(C) A,B € For(C)
TAB:AANBFAenC 7mip:AABFBen(’

La novedad de esta propuesta es la siguiente. Al tener los secuentes la forma f: A
|— B, con un nombre especifico f estas reglas proporcionan un lenguaje de pruebas,

gue se completa al introducir las siguientes ecuaciones:

58



f:AFBenC f:AFBenC f:AF1lenC

ida; f=f fidp=f f=10a
f:CtA g:CtBenC f:CHA g:CFBenC
(fr9)imaB=f (f9)imap=9

cAFB g:BFC,h:CFDenC h:CHAXBenC
fi(gih) = (f;9)ih (himap, b7y g) =h

2.3DEFINICION DE TERMINOS

1. Una CATEGORIA es una estructura algebraica que consta de una
coleccion de objetos, conectados unos con otros mediante flechas tales
gue se cumplen las siguientes propiedades bésicas: las flechas se pueden
componer unas con otras de manera asociativa, y para cada objeto existe
una flecha que se comporta como un elemento neutro bajo la composicién.

En otros términos, una categoria € consta de

e« unaclase 0bJ(€) de objetos

e para cada par de objetos A, B en 0bJ(C) conjunto C(A,B)
de flechas o morfismos de A a B.

e para cada terna de objetos A, B, C de C una funcién -:C(A,B)xC(B, C)—C(A,C)
donde o(f,g) se denota g o f.

Ademas, los siguientes axiomas deben ser ciertos:

o (ASICIATIVIDAD) para cualquier terna de flechas f, g, h se cumple que h o
(g o f)=(h o g) o f, si es que estas composiciones estan definidas.
o (IDENTIDAD)) para todo objeto A en ObJ(C) existe una flecha en C(A, A)

comunmente denotada 14 tal que para toda flecha f en C(A;B) f=1g o fy f=f o 1a.

De estos axiomas se puede deducir facilmente que existe una Unica flecha identidad

para cada objeto.
2. FUNTOR.

Dados dos categorias 8 y € con F:8 — € decimos que F, es: :
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Funtor covariante si:
1), VA € 0bj(B) , tenemos que F(A) € 0bj(C).
2), VX,Y € 0bj(B), Vg € morg(X,Y) tenemos que F(Y) € Morg(F(X); F(Y):
a), VA € 0bj(B) , tenemos que F(I,) = Iz -
b), VX,Y,Z € 0bj(B).f € Morg(X;Y)Vg € Mors(Y; Z)
F(g o Af) = F(g) > BF(f)

3. COMPOSICION DE FUNTORES.
. Dados tres categorias .8, €. D, y dos funtores covariantes F: 8 - Cy G:€ - D, la

composicion del funtor covariante GF; 8 — D tal que:

« VX €0bj(B); GF(X) = G(F(X)),
« Vf emory,; GF(f) = GF)),

4. MORFISMO.

En matematicas La teoria de categorias trata de forma abstracta con las
estructuras matematicas y sus relaciones. Una categoria se da a partir de dos
tipos de datos: una clase de objetos y, para cada par de objetos Xy Y, un conjunto
de morfismos desde X a Y. Los morfismos son usualmente representados como
flechas entre esos objetos. Representan un avance muy importante en el
desarrollo de las Matematicas, principalmente en el tratamiento de las estructuras

algebraicas.

Sean Sy T dos estructuras algebraicas analogas (por decir anillos), en tal caso

diremos que la aplicacion f de S en T es un morfismo si preserva las operaciones.

Si solamente hay una operacion < §,2 > y < T,*> entonces se cumple:

parax,yde S: f(xoy) = f(x)*g(¥)

Algunos ejemplos de morfismos son homomorfismos de las categorias estudiadas
en algebra universal (tales como los de grupos, anillos, etc.), continuas entre
espacios topoldgicos elementos de un mioide cuando es pensado como categoria,
caminos en espacio topoldgico (lo que engendra un grupoide), funtores entre

categoria, y muchos otros.
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En matematicas para morfismo se define generalmente como una abstraccion de un
proceso que transforma una estructura abstracta en otro retener algunas de las
caracteristicas "estructurales" de la primera. Cabe sefialar que un morfismo no
excluye una estructura en si misma. Los ejemplos mas tangibles y Utiles de morfismos
son aquellos en los que el proceso se expresa con una funcion o aplicacion que
transforma un soporte conjunto de una primera estructura algebraica en el set de una
segunda estructura de soporte o una parte del mismo que retiene ciertas
caracteristicas estructurales. Mas concretamente considerar una estructura
algebraica S caracteriza por algunas operaciones finitistas: una aplicaciéon que
transforma S en una estructura de la misma especie y mantiene la forma de las
expresiones se dice homomorfismo entre las dos estructuras. Morfismos muy
concretos son los que afectan a estructuras discretas tangiblemente construibles:
Fundamental entre estos son los morfismos de graficas, aplicaciones que mantienen

las relaciones de adyacencia.
5. DEMOSTRACION-

En mateméticas, una demostracion es un argumento deductivo regido por las leyes
deductivas de la légica, el mecanismo consiste en usar otras afirmaciones
previamente verificadas dentro de ciertos contextos matematicos donde
argumentos primitivos llamados axiomas validan su veracidad y permiten las

licencias del razonamiento.

6. LENGUAJE DE PRIMER ORDEN.

Es un sistema formal disefiado para estudiar la inferencia en los lenguajes formales
con cuantificadores que alcanzan solo a variables de individuo, y con predicados y

funciones cuyos argumentos son solo constantes o variables de individuo.

7. SECUENTE

Un Secuente de un Prolenguaje P es un triplete (X, I,Y) formado por dos
secuencias finitas de formulas de P, X e Y, y un signo metalingiistico, |—

llamado separador de Secuente.
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CALCULO DE SECUENTES

Es un estilo de argumentacion l6gica donde cada linea de la demostracion es una
tautologia condicional llamada Secuente. Los secuentes son teoremas condicionales
en un Lenguaje de primer orden. Por lo tanto, estudiar la validez del razonamiento
para verificar los secuentes es un proceso gue no solo involucra las leyes clasicas de
la légica, pues se busca la validez de su propi esencia como resultado de la

construccion mental de objetos dentro de contextos racionales.
8. PRUEBA CONSTRUCTIVA

En opinidn de Quispe, M. (2019), una prueba constructiva es la demostracion de la
existencia de cierto objeto matematico a través de su construccién. Por lo tanto, una

prueba constructiva debe proveer un algoritmo para obtener el objeto en cuestion

2.4. FORMULACION DE LAS HIPOTESIS
2.4.1 HIPOTESIS GENERAL

El calculo de secuentes de la I6gica intuicionista es caracterizado con ayuda

de la teoria de categorias.

2.4.2 HIPOTESIS ESPECIFICOS

e HE 01. Los fundamentos de la teoria de categorias son susceptibles
a ser estudiados desde el dominio de la légica intuicionista.

e HE 02 La ld6gica intuicionista se interpreta en el plano categorico.

2.5 OPERACIONALIZACION DE VARIABLES

Dado que la investigacion es teodrica no tenemos variable dependiente ni

independiente, asi como no hay indicadores.
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CAPITULO III.

METODOLOGIA

3.1 DISENO METODOLOGICO

Esta investigacion se desarrolla a partir de un estudio de caso, aplicado en el ambito
de la ldgica intuicionista, donde los fundamentos de la teoria de categorias son las
unidades de analisis, pues se pretende construir un modelo categorico para
interpretar los fundamentos del calculo de secuentes de la I6gica intuicionista, para

tal fin utilizaremos el método de Sintesis o Sintético.
3.1.1 TIPO DE INVESTIGACION

Por el tipo de la investigacion, el presente estudio retne las condiciones

metodoldgicas de una investigacion tedrica.
3.1.2 NIVEL DE INVESTIGACION

De acuerdo a la naturaleza del estudio de la investigacién, reine por su nivel las

caracteristicas de un estudio de nivel exploratorio.
3.1.3 DISENO

Por ser un tema de caracter tedrico, el disefio de la investigacion es de caracter

basicamente explicativo basada en la discusion y el andlisis critico.

3.1.4 ENFOQUE

De acuerdo a la naturaleza del disefio de la investigacion, su enfoque es cualitativo.
3.2 POBLACION Y MUESTRA

Por ser una tesis netamente tedrica, no hay universo, ni poblacién ni muestra.

3.3 TECNICA DE RECOLECCION DE DATOS

Con la finalidad de lograr los objetivos de nuestra investigacion se procedera a

recopilar y extraer informacioén bibliografica adecuada
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3.4 INSTRUMENTOS.

Los instrumentos para desarrollar la tesis son los libros revistas y manuscritos relativo

a la teoria del tema.
3.5 TECNICAS PARA EL PROCESAMIENTO DE LA INFORMACION

Andlisis, procedimientos algebraicos y demostraciones.
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CAPITULO IV:

RESULTADOS
4.1 RESULTADOS

Aplicando la teoria de categorias se logro interpretar el calculo de secuentes. En los
resultados de la investigacion se desarroll6 una interpretacion algebraica de los
fundamentos de la Légica Intuicionista considerando para tal fin la interrelacion entre

teoria de categorias, Ldgica algebraica y Logica Intuicionista

65



CAPITULO V:

DISCUSION CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES Y
SUGERENCIAS.
5.1 DISCUSION.

La discusion en el desarrollo de la tesis consiste en el estudio y andlisis de la teoria
de categorias con el uso de los funtores, andlisis de légica intuicionista, arribando a

una interpretacion categorica para el calculo de secuentes de la logica intuicionista.

5.2 CONCLUSIONES.

Primera. - Se ha modelado catego6ricamente el célculo de secuentes de la légica
intuicionista y luego se ha interpretado dentro del marco tedérico de la teoria de
categorias. El célculo de secuentes es en realidad un estilo de argumento l6gico
donde cada linea de la demostracion es una expresion condicional bien formada,
verdadera para cualquier asignacion de valores de verdad, por ese motivo esta
propuesta se basa en un cdalculo de secuentes intuicionista con mdultiples

conclusiones.

Segunda. - Se ha demostrado que se puede algebrizar, con ayuda de la teoria de
categorias, los principios l6gicos de las pruebas formales constructivistas.

5.3 RECOMENDACIONES

Se recomienda continuar con este estudio a nivel de pregrado y post grado, dando
los conocimientos en las universidades dentro de la Facultad de ciencias y otras

disciplinas cientificas

5.4 SUGERENCIAS.
Las sugerencias de los trabajos futuros son las siguientes:

a) Por ser el calculo de secuentes intuicionistas una metodologia de pruebas
constructivas, un trabajo futuro pendiente de nuestra propuesta seria la definicion
del procedimiento de normalizacion de como se relacionan los objetos, los
morfismos y las construcciones categoricas con el caculo de secuentes.

b) Extender los principios del célculo de secuentes de la légica intuicionista con

ayuda de las demas construcciones categoricas.
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c) Implementar un marco interpretativo categorico para la logica intuicionista.

Extender nuestra propuesta de interpretacion categorica al estudio de los N-Grafos
propuesta por Alves, G. V., et al. (2011) en el articular, a thorough cycle treatment,

normalization and sub formula property. Fundamenta Informaticae, 106(2-4), 119-

1APENDICE A: MATRIZ DE CONSISTENCIA

PROBLEMA OBIJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA
OBJETIVO TIPO DE
PROBLEMA GENERAL HIPOTESIS GENERAL | INVESTIGACION
GENERAL 1. Establecer la El calculo de Por el tipo de la
¢Es posible influencia de la secuentes de la légica | investigacion, el

interpretar el
calculo de secuentes
de la logica
intuicionista con
ayuda de la teoria
de categorias?
Problemas
Especificos

1. ;De qué manera
la teoria de
categorias permite
interpretar el
calculo de secuentes
de la logica
intuicionista?

2. ¢Coémo las
categorias y los
funtores ayudan a
interpretar el
calculo de secuentes
de la logica
intuicionista?

teoria de categorias
y los funtores en la
interpretacion del
calculo de secuentes
se la logica
intuicionista
Objetivos
Especificos
1. Determinar como
la teoria de
categorias es
aplicable para
Interpretar el célculo
de secuentes de la
I6gica intuicionista.
2. Indagar como los
funtores, los
morfismosy la
teoria de categorias
son aplicables para
interpretar el célculo
de secuentes de la
I6gica intuicionista.

intuicionista es
caracterizada con
ayuda de la teoria de
categorias

HIPOTESIS
ESPECIFICOS

HE 01. Los
fundamentos de la
teoria de categorias
son susceptibles a ser
estudiados desde el
dominio de la ldgica
intuicionista.

HE 02 La ldgica
intuicionista se
interpreta en el plano
categodrico.

presente estudio
reune las
condiciones
metodoldgicas de
una investigacion
tedrica

ENFOQUE. De
acuerdo ala
naturaleza del
disefio de la
investigacion, su
enfoque es
cualitativo.
POBLACION Y
MUESTRA

Por ser una tesis
netamente teodrica,
no hay universo, ni
poblacién ni
muestra.
TECNICAS
EMPLEADAS.
Recoleccién y uso
de temas necesarios
para elaborar la
tesis.
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